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RESUMO: O etanol é um importante biocombustível alternativo para reduzir a dependência dos combustíveis 
fósseis. A produção de etanol por via fermentativa é a mais difundida no Brasil. Avanços tecnológicos na 
fermentação podem elevar a competitividade do etanol e torná-lo ainda mais atrativo. Uma ferramenta que auxilia 
no avanço do processo fermentativo é o desenvolvimento e aplicação de modelos matemáticos. Eles podem ser 
utilizados para prever e avaliar o comportamento do processo em diferentes condições operacionais. Assim, o 
objetivo deste trabalho é realizar uma revisão para apresentar e analisar os modelos cinéticos da literatura acerca 
da modelagem matemática da produção de etanol. Há diversos modelos empíricos na literatura para representar a 
cinética fermentativa, cada um com suas características específicas. Há modelos que apresentam inibição por 
produto, substrato e células. A decisão de qual modelo utilizar é inteiramente dependente do meio em que a 
fermentação ocorre.  
PALAVRAS-CHAVE: Modelo cinético. Inibição. Fermentação.  
 
ABSTRACT: Ethanol is an important alternative biofuel to reduce dependence of fossil fuels. The production of 
ethanol by fermentation is the most widespread in Brazil. Technological advances in fermentation can increase the 
competitiveness of ethanol and make it even more attractive. A tool that helps in the advancement of the 
fermentation process is the development and application of mathematical models. They can be used to predict and 
evaluate the process behavior under different operating conditions. The objective of this paper is to do a review to 
present and analyze the kinetic models of the literature on mathematical modeling of ethanol production. There are 
several empirical models in the literature to represent the fermentation kinetics, each one with their specific 
characteristics. There are models that show inhibition by product, substrate and cells. The decision of which model 
to use is entirely dependent on the environment in which fermentation occurs. 
KEYWORDS: Kinetic model. Inhibition. Fermentation. 
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1 INTRODUÇÃO 
O Brasil é um dos produtores mais competitivos no 
mundo e uma referência mundial na produção de 
etanol de primeira geração (AMORIM et al., 2011). No 
ano de 2013 o Brasil produziu aproximadamente 27,8 
milhões de m3 de etanol, cenário que o torna o 
segundo maior produtor mundial (ANP, 2014).  
A produção de etanol por via fermentativa, utilizando a 
cana-de-açúcar como matéria-prima, é a tecnologia 
mais difundida no Brasil. A levedura Saccharomyces 
cerevisiae é o microrganismo mais estudado e 
utilizado em escala industrial (ANDRIETTA et al., 
2011).  
A transformação da sacarose (presente na cana-de-
açúcar) em etanol ocorre no citoplasma celular e 
envolve 12 reações em sequência, catalisadas por 
enzimas específicas (LIMA; BASSO; AMORIM, 2001).  
Uma ferramenta que auxilia no avanço do processo 
fermentativo é o desenvolvimento e aplicação de 
modelos matemáticos. O modelo é uma estrutura, 
concreta ou abstrata, que descreve de forma 
aproximada a realidade baseado em um conjunto de 
observações experimentais (SCHWAAB; PINTO, 
2007).  
Com um modelo eficiente é possível prever o 
comportamento de um processo e as respostas do 
sistema às mudanças das variáveis. Estratégias de 
melhorias podem ser aplicadas no processo visando 
reduzir os custos de produção (ALMQUIST et al., 
2014). 
Para modelar o processo fermentativo é preciso 
determinar o modelo cinético que representa o 
processo. Os modelos cinéticos indicam como as 
variáveis em estudo interferem na velocidade de 
crescimento celular, geração de produto e consumo 
de substrato. Normalmente são complexos devido às 
inúmeras reações químicas e bioquímicas que 
ocorrem no processo fermentativo (DUTTA, 2008). 
Diversos modelos com diferentes níveis de 
complexidades foram desenvolvidos ao longo do 
tempo para descrever a cinética do processo 
fermentativo. O objetivo deste estudo é realizar uma 
revisão bibliográfica para apresentar e analisar os 
modelos cinéticos da literatura acerca da modelagem 
matemática da produção de etanol. 
 
2 DESENVOLVIMENTO DO MODELO MATEMÁTICO 
A primeira etapa na montagem de um modelo 
matemático é a construção dos balanços dinâmicos 
para cada componente no reator a partir da equação 
geral de conservação de massa.  
No processo de fermentação em batelada não há fluxo 
de material, portanto a taxa de acúmulo de um 
componente é igual à taxa de formação ou consumo 
devido às reações dentro do reator. Os balanços para 
cada componente de interesse no caso da 
fermentação alcoólica são indicados nas Equações 1, 
2 e 3.  
d(X. V)
dt
= rx . V                                                             (1) 
d(S. V)
dt
= −rS . V                                                          (2) 
d(P. V)
dt
= rP . V                                                             (3)                                                            
Em que: V = volume do reator (L), r = taxa de 
formação ou consumo do componente (g.L-1.h-1), X = 
concentração de células (g.L-1), S = concentração de 
substrato (g.L-1) e P = concentração de etanol (g.L-1). 
Os valores das taxas de reação podem ser 
relacionados entre si, de modo a gerar fatores de 
conversão (HISS, 2001). Os fatores estão 
representados na Equação 4. 
rx = X. μX = rs . YX/S =  rP .
YX/S
YP/S
 
                           (4) 
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Em que: µx = velocidade específica de crescimento 
celular (h-1), Yp/s = fator de conversão de substrato em 
produto (rendimento da reação), Yx/s = fator de 
conversão de substrato em células.  
Por se tratar de uma batelada simples o volume é 
constante. Substituindo os fatores de conversão 
(Equação 4) e admitindo a hipótese de volume 
constante, os balanços dinâmicos para cada 
componente de interesse na reação estão 
apresentados nas Equações 5, 6 e 7. 
dX
dt
= X. μX  
                                                              (5)                                                              
dS
dt
= −
1
YX/S
. X. μX  
                                                     (6)                                                                                                                                     
dP
dt
=
YP/S
YX/S
. X. μX  
                                                     (7)                                                                                                                                    
Contudo, para que se tenha o modelo completo, é 
ainda necessário ter-se uma função para µx (modelo 
cinético). Os modelos cinéticos são expressões 
empíricas que descrevem as reações e interações 
entre os elementos da reação (ALMQUIST et al., 
2014).   
 
3 MODELOS CINÉTICOS 
O modelo cinético mais simples é o modelo Monod 
(Equação 8). Esse modelo apresenta a velocidade 
específica como dependente da concentração de 
substrato limitante no meio (S), no caso da produção 
de etanol a concentração de sacarose (MONOD, 
1949). 
μx = μmax  .
S
Ks + S
 
                                                           (8) 
 
Na qual: µmax = velocidade máxima de crescimento 
celular (h-1), Ks = constante de saturação (g.L-1). 
A constante Ks é conhecida também como constante 
de Monod. Ks representa a concentração de substrato 
em que a velocidade de crescimento é metade da 
velocidade máxima (MONOD, 1949). 
O modelo Monod é uma simplificação do mecanismo 
complicado do crescimento celular. Esse modelo não 
considera o efeito de inibição por concentração de 
substrato e etanol, apenas considera o substrato como 
limitante (DUTTA, 2008).  
Às vezes, o modelo Monod descreve adequadamente 
a cinética fermentativa, porém não é viável quando há 
componentes metabólicos tóxicos que inibem o 
crescimento celular. A ausência da inibição é uma 
situação pouco comum na prática, principalmente 
durante um cultivo descontínuo em que há um 
crescente acúmulo de metabólitos que acabam 
interferindo desfavoravelmente sobre o metabolismo e 
crescimento celular (HISS, 2001). Devido a esses 
fatores, outros diversos modelos com diferentes níveis 
de complexidade foram desenvolvidos ao longo do 
tempo.  
 
3.1 MODELOS CINÉTICOS COM INIBIÇÃO POR 
SUBSTRATO 
Em altas concentrações de substrato o crescimento 
celular pode ser inibido. Segundo Thatipamala, Rohani 
e Hill (1992) o efeito inibidor provocado pelo substrato 
na fermentação alcoólica ocorre quando a 
concentração supera 150 g.L1 utilizando a levedura 
Saccharomyces cerevisiae. Utilizando a mesma 
levedura, Zhang et al. (2015) concluem que a partir de 
uma concentração de 160 g.L-1 não há mais produção 
de etanol. 
Visando representar o efeito de inibição Andrews 
(1968) propôs a Equação 9. Nesse modelo, além de 
considerar o substrato como limitante o considera 
também como inibidor.  
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μx = μmax  .
S
Ks + S +
S2
Ki
 
                                             (9) 
Em que: Ki = constante de inibição por substrato    
(g.L-1). 
Com o objetivo de visualizar o efeito da inibição foi 
realizada a simulação do modelo do processo de 
fermentação em batelada utilizando o modelo cinético 
Andrews (Equação 9) e Monod (Equação 8).  
A simulação foi realizada através da resolução do 
conjunto de equações diferenciais (Equações 5, 6 e 7) 
que representam o balanço material de cada 
componente. As equações foram resolvidas utilizando 
o método de Runge Kutta de quarta ordem no 
software Matlab®. Os valores dos parâmetros 
utilizados foram obtidos por Pinheiro (2011) em 
experimentos a partir da fermentação do suco do caju. 
Os parâmetros obtidos para o modelo Andrews foram: 
µmax = 0,828 h-1, Ks= 74,014 g.L-1 e Ki = 17,414 g.L-1 e 
para o modelo Monod: µmax = 0,0728 h-1 e Ks= 10,084 
g.L-1 (PINHEIRO, 2011). 
Duas diferentes condições foram adotadas: na Figura 
1(a) a simulação é realizada para uma concentração 
inicial de substrato de 170 g.L-1 e na Figura 1(b) a 
concentração inicial de substrato é de 50 g.L-1.  
 
 
(a) 
 
(b) 
Figura 1 – Simulação dos modelos Andrews e 
Monod para diferentes concentrações iniciais de 
substrato: (a) concentração inicial 170 g.L-1 e            
(b) 50 g.L-1. 
Fonte – Próprio autor. 
 
Observa-se na Figura 1(a) que o modelo Andrews 
possui uma cinética mais lenta quando comparada ao 
modelo Monod. Esse efeito ocorre devido à presença 
do fator de inibição que retarda a velocidade de 
crescimento celular. Observa-se ainda que todo 
substrato foi consumido e os dois modelos preveem a 
mesma quantidade de produto formado. Portanto, 
utilizando o modelo Andrews não existe a 
possibilidade de inibição total devido à concentração 
de substrato (µx = 0). Esse modelo implica que as 
células são capazes de crescer independente da 
concentração de substrato no meio, o que é contrário 
ao que é observado na realidade. Existe uma 
concentração em que o crescimento celular é 
completamente inibido (MULCHANDANI; LUONG, 
1989). 
Quando a concentração de substrato (S) for inferior ao 
valor da constante Ki o valor do termo de inibição 
(S2/Ki) tende a zero. Portanto, não há influência do 
termo sobre o valor da cinética microbiana. Quando o 
termo de inibição é anulado o modelo Andrews é 
reduzido para o modelo Monod. Essa situação pode 
ser comprovada na Figura 1(b), quando So = 50 g.L-1 o 
comportamento do modelo Andrews é similar o 
modelo Monod. 
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Diferente de Andrews (1968), Aiba, Shoda e Nagatani 
(1968) propôs um modelo expressando a inibição por 
substrato como uma função exponencial (BIROL et al., 
1998), como mostra a Equação 10. 
                             (10)  
Da mesma forma que na Equação 9, quando o valor 
da constante Ki for muito superior à concentração de 
substrato não há influência do termo de inibição sobre 
o valor da cinética microbiana.  
Luong (1985) descreve a dependência de µx com a 
concentração máxima admissível de substrato,      
Smax (g.L-1), representado na Equação 11. 
μx = μmax  .  
S
Ks + S
 .  1 −
S
Smax
  
                                 (11) 
Na qual: Smax = concentração máxima admissível de 
substrato (g.L-1). 
Nesse modelo, quando a concentração de substrato 
no meio atingir o valor de Smax a produção de etanol e 
o crescimento celular cessam. Portanto, nesse modelo 
dependendo da concentração inicial de substrato 
ocorre inibição total por substrato (µx = 0), situação 
não considerada nas Equações 9 e 10. 
 
3.2 MODELOS CINÉTICOS COM INIBIÇÃO POR 
PRODUTO 
O etanol é um dos principais fatores de estresse que 
agem sobre a levedura durante a fermentação. O 
acúmulo de etanol resulta numa diminuição contínua 
na velocidade específica de crescimento celular e na 
taxa de formação do produto (BASSO; BASSO; 
ROCHA, 2011).  
Segundo Luong (1985) a concentração máxima de 
etanol admissível no qual as células não crescem é de 
112 g.L-1, enquanto em uma concentração de 115    
g.L-1 a capacidade de produzir etanol é 
completamente inibida. As equações que são função 
apenas do substrato podem não representar bem o 
processo em altas concentrações de etanol (HISS, 
2001). 
Hinshelwood (1946) propôs um modelo (Equação 12) 
que considera a inibição linear por produto (BIROL et 
al., 1998). 
μx = µmax  .  
S
Ks + S
 .  1 − KP . P  
                             (12) 
Na qual: KP = constante de inibição por produto (Lg-1).  
A Figura 2 apresenta uma simulação de comparação 
entre o modelo Monod (Equação 8) e Hinshelwood 
(Equação 12). Os parâmetros utilizados foram: µmax = 
0,254 h-1, Ks = 203,46 g.L-1, Kp = 0,019 g.L-1,             
Yx/s  = 0,022 e Yp/s  = 0,45 (KOSTOV et al., 2012). 
 
Figura 2 – Comparação do comportamento entre o 
modelo Monod e Hinshelwood. 
Fonte – Próprio autor. 
 
Observa-se na Figura 2 o efeito da consideração de 
inibição por concentração de produto. A quantidade de 
etanol formado, no tempo final da simulação, 
utilizando o modelo Monod é maior quando 
comparada a quantidade formada no modelo 
Hinshelwood para as mesmas concentrações iniciais 
de substrato e células.  
A Equação 13, proposta por Levenspiel (1980), 
considera a inibição por produto associado ao termo 
de substrato limitante do modelo Monod. Esse modelo 
pode considerar o termo de inibição como função 
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linear, quando n = 1, ou função parabólica, quando     
n = 0,5. 
μx = μmax  .  
S
Ks + S
  .  1 −
P
Pmax
 
n
 
                             (13) 
Em que: Pmax = concentração máxima admissível de 
etanol no meio que cessa a fermentação (g.L-1). 
Nesse modelo o crescimento celular se torna inviável 
para concentrações de etanol superiores à obtida para 
o valor da constante Pmax. Quando a concentração de 
produto no meio fermentado atingir o valor de Pmax a 
produção de etanol é nula. 
Na Figura 3 é apresentado o resultado da simulação 
para o modelo Monod para a concentração inicial de 
substrato igual a 300 g.L-1. Também é apresentada a 
simulação para o modelo Levenspiel (Equação 13) em 
duas diferentes situações: na primeira a concentração 
inicial de substrato é de 200 g.L-1 e na segunda a 
concentração inicial de substrato é 300 g.L-1. Os 
dados utilizados na simulação são: µmax = 0,377 h-1,  
Ks = 0,38 g.L-1, Pmax = 92,6 g.L-1, n = 1, Yx/s = 0,086 e  
Yp/s  = 0,46 (NISHIWAKIA; DUNN, 1999). 
 
Figura 3 – Comparação do comportamento entre o 
modelo Monod e Levenspiel. 
Fonte – Próprio autor. 
 
Para o modelo Levenspiel, quando a concentração 
inicial de substrato é 200 g.L-1 todo o substrato é 
consumido. Na segunda situação (S0 = 300 g.L-1) 
mesmo existindo substrato disponível no meio a 
concentração de etanol não aumenta. A partir do 
momento em que a concentração de etanol no meio 
atingiu a concentração máxima (92,6 g.L-1) a taxa de 
formação de produto é anulada, ou seja, ocorre 
inibição total. Como o modelo Monod não considera o 
fenômeno de inibição observa-se na Figura 3 que todo 
o substrato foi consumido e mais etanol foi formado ao 
se empregar a concentração inicial de 300 g.L-1. 
Alguns modelos consideram a inibição de forma 
exponencial, como o modelo determinado por Aiba, 
Shoda e Nagatani (1968), Equação 14. 
μx = μmax  .  
S
Ks + S
 . e−K1 .P  
                                          (14) 
Na qual: K1 = constante empírica que representa o 
efeito de inibição por produto (L/g). 
Uma dificuldade do modelo é que o mesmo só prevê 
inibição completa do crescimento celular quando a 
concentração de etanol se aproxima do infinito, 
situação pouco realista (BAI; ANDERSON; MOO-
YOUNG, 2008; LEE; ROGERS, 1983). 
 
3.3 MODELOS CINÉTICOS COM DIFERENTES 
TIPOS DE INIBIÇÃO 
Há na literatura alguns modelos mais completos, que 
consideram a inibição simultânea por produto e 
substrato. Segundo Jin, Chiang e Wang (1981) no 
modelo Aiba, Shoda e Nagatani (Equação 14) 
considera-se que a concentração de glicose é 
controlada a um nível muito baixo de modo que o 
efeito de inibição por substrato é desprezível. No 
entanto, isso pode não ser verdade na produção de 
etanol, em que altas concentrações de substrato são 
utilizadas. Os autores então propõem o modelo 
apresentado na Equação 15. 
μx = μmax  . e
−K1 .P−K2 .S  .  
S
Ks + S
  
                    (15) 
Na Equação 15 é adicionado um termo que representa 
inibição por substrato. Os valores de K1 e K2, 
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constantes empíricas, representam os índices de 
efeitos inibitórios: quanto maior for o valor de K, maior 
o efeito inibitório. Além disso, comparando-se os 
valores das constantes é possível identificar se o 
substrato ou produto tem maior capacidade de inibir o 
processo.  
Ghose e Thyagi (1979) adicionam um termo a 
Equação 9, tornando-a dependente da inibição por 
produto, além da inibição por substrato já existente 
(Equação 16). 
μx = μmax  .  
S
Ks + S +
S2
Ki
  .  1 −
P
Pmax
  
                              (16) 
Tosetto (2002) propõem um modelo (Equação 17) 
semelhante a Equação 16, porém há um expoente 
sobre o termo de inibição pelo produto (n) que pode 
assumir valores diferentes de 1. 
μx =  μmax .  
S
Ks + S +
S2
KI
 .  1 −
P
Pmax
 
n
 
                           (17) 
Uma comparação entre os dois modelos é 
apresentada na Figura 4. Os dados utilizados foram: 
µmax = 0,5 h-1, Yx/s = 0,04 e Yp/s = 0,497.  Para o modelo 
Ghose e Thyagi: Ks = 153 g.L-1, Ki = 14 g.L-1             
Pmax = 230 g.L-1 e Tosetto (2002): Ks = 38 g.L-1,  Ki = 14 
g.L-1, n = 0,8 e Pmax = 103 g.L-1 (TOSETTO, 2002). 
 
Figura 4 – Comparação do comportamento entre o 
modelo de Ghose e Thyagi e Tosetto. 
Fonte – Próprio autor. 
Observa-se na Figura 4 que o comportamento dos 
dois modelos é muito similar. Uma leve diferença é 
observada somente no final da fermentação, quando o 
modelo Tosetto apresenta uma cinética mais rápida de 
consumo de substrato.  
Em alguns modelos é considerada, além da inibição 
por produto e substrato, a inibição por massa celular. 
Em concentrações muito elevadas de células as 
condições para o crescimento e o metabolismo é 
menos favorável devido à dificuldade de acesso aos 
nutrientes e à limitações de espaço (JARZEBSK; 
MALINOWSKI, 1989). 
Lee e Rogers (1983) desenvolveram a Equação 18 
para fermentação da glicose em concentrações 
elevadas de células. No modelo acrescenta-se a 
inibição por células na Equação 13 (JARZEBSKI & 
MALINOWSKI, 1989). 
μx = μmax  .  
S
Ks + S
  .  1 −
P
Pmax
 
n
.  1 −  
X
Xmax
 
m
 
          (18) 
Na qual: Xmax = concentração máxima de células    
(g.L-1). 
Atala et al. (2001) e Rivera et al. (2006) utilizam a 
Equação 19 para representar o processo de 
fermentação em alta concentração celular.  
μx = µmax  . exp −Ki . S .  
S
Ks + S
  .  1 −
P
Pmax
 
n
.  1 −  
X
Xmax
 
m
 
  (19) 
A Equação 19 é composta pelos mesmos termos da 
Equação 18 acrescida de um termo de inibição 
exponencial pelo substrato multiplicado pela própria 
concentração de substrato. Entre todos os modelos 
apresentado esse é o mais completo, por apresentar 
todos os tipos de inibição possíveis da fermentação 
alcoólica. 
Na Figura 5 é apresentada a simulação da Equação 
19, para duas condições. Na primeira a concentração 
inicial de células é igual a 5 g.L-1 e na segunda          
98 g.L-1. Os parâmetros utilizados foram obtidos por 
em uma fermentação da glicose em batelada, são 
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eles: Ks = 4,1 g.L-1, Ki = 0,002 L.g-1, n = 1,5, m = 1, 
µmax = 0,331 h-1, Xmax = 105, 843 g.L-1 e Pmax = 112,392 
g.L-1 (RIVERA et al., 2006).  
Figura 5 – Simulação da Equação 19. 
Fonte – Próprio autor. 
 
Observa-se na Figura 5 quando a concentração de 
células é elevada (98 g.L-1) há uma alta concentração 
de substrato excedente e a produção de etanol é 
muito inferior a primeira situação.  
Além desses modelos apresentados, há outros na 
literatura para representar a cinética fermentativa, na 
Tabela 1 estão apresentados e classificados outros 
modelos cinéticos. 
 
 
 
 
Tabela 1 
Modelos cinéticos disponíveis na literatura 
Modelo Característica  
μx = μmax  .  1 − e
−S
Ks   
 
Substrato limitante 
TEISSER  
(apud BIROL et al.,1998) 
μx = μmax  .  
Sn
Ks + S
n
  
 
Substrato limitante 
MOSER (1958) 
 (apud HISS, 2001) 
μx = μmax  .  
1
1 +
Ks
S
+
S
Ki
   
 
Substrato limitante e inibição pela 
concentração de substrato 
 
ANDREW; NOACK (1988) 
(apud HAN; LEVENSPIEL, 
1988) 
μx = μmax  .  
S
Ks + S
  .  1 −
P
Pmax
 .  
KP
P + KP
  
 
Substrato limitante e inibição pela 
concentração de produto 
 
SEVELY et al. (1980) 
(apud TOSETTO, 2002) 
μx = μmax  .
S
Ks + S
.
Kp
Kp + P
 
 
Substrato limitante e inibição pela 
concentração de produto 
JERUSALIMSKY (1989) 
(apud BIROL et al.,1998) 
Fonte – Próprio autor. 
 
4 CONCLUSÃO 
A modelagem matemática é uma ferramenta 
tecnológica de suma importância para a redução dos 
custos e o desenvolvimento dos processos 
fermentativos. A criação ou escolha de um modelo 
cinético é a parte menos trivial na construção do 
modelo que representa o processo biológico, devido à 
natureza complexa dos microrganismos. 
Há uma grande variedade de modelos cinéticos 
empíricos na literatura, cada modelo possui suas 
características específicas. Dos modelos 
apresentados e discutidos neste trabalho, alguns 
29 
e-xacta, Belo Horizonte, v. 9, n. 2, p. 21-31. (2016). Editora UniBH 
doi: 10.18674/exacta.v9i2.1762 
possuem inibição por produto, substrato, células ou 
até todos os tipos de inibição em uma única equação.  
A decisão de qual modelo utilizar é inteiramente 
dependente do meio em que a fermentação ocorre. Se 
a concentração de substrato ou produto utilizado na 
fermentação for suficiente para ocorrer inibição, então 
é necessário escolher um modelo que contemple o 
efeito de inibição. 
Se o modelo escolhido não apresentar a constante de 
inibição, a quantidade de produto formado não vai 
corresponder aos dados experimentais e, portanto, 
não servirá para representar o processo. Como 
apresentado nos resultados. 
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